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Problema 1. Fie z,y, z,t > 0 astfel incat x + y + z +t = 4. Demonstrati ca:

Y+ yVzE+ 2Vt + < A

Gabriel Marsanu

Solutie:

Yy < Y atht = 2 1 2. (4p)
z oz (z+y+z+t)2
22 y _ (z+ )2(?J+t) < 22 —9 (3p)

Solutie alternativa:

Din CBS avem (>~ a;0;,)* <> a? > 0? (1p)
Rescriem Y z/y = > x\/zy (2p)

ciclic ciclic

Deci ( 3 vayay)® < 4(z+2)(y +1) (2p)

ciclic
Dar (z + 2)(y +t) < [C2H0H2 — 4 (1p)

Deci ) z,/y < 4. (1p)

ciclic

Problema 2. Fie trei progresii artimetice neconstante infinte de numere naturale
si A, B, respectiv C' multimile termenilor acestora. Se stie ca AU B UC = N gi ca
multimile N— (AU B),N— (BUC) si N— (C' U A) sunt infinite.

(a) Daca m < n < p sunt ratiile celor trei progresii, aratati ca m > 2 gin > 3.
(b) Aratati ca A, B si C' sunt disjuncte doua cate doua.
(c) Determinati toate seturile de cate trei progresii care verifica conditiile date.

Cristi Savescu



Solutie:

(a) Daca m = 1, atunci progresia cu ratie m (sa zicem A) va contine toate numerele
naturale mai mari decat primul ei termen, deci N — A este finita, deci N — (A U B)
este finita - contradictie. Deci m > 2. (1p)

Daca n = 2, atunci m = 2. Daca primii termeni ai lor au paritati diferite, ele acopera
toate numerele naturale mai mari ca cel mai mare prim termen al lor, deci N— (AU B)
este finita - fals. (1p)

Daca primii lor termeni au aceasi paritate, atunci cea de-a treia progresie trebuie sa
contina toate numerele de paritate diferita, deci ar acoperi impreuna cu una dintre
primele doua progresii tot N - fals. Deci n > 3. (1p)

(b) Presupunem prin R.A. c& AN B # (). Consideram = € AN B. Presupunem fara a
restrange generalitatea ca ratiile celor doua progresii sunt a < b. Daca a > 3, atunci
r+lz+2¢ Asiz+1,2+2¢ B,deciz+1,2+2 € C = ¢ =1 - contradictie. Deci
a=2. (1p)

Conform (a), b > 3. Daca b = 3, atunci x + 5,2 +7 ¢ Bsiz+5,x+7 ¢ A, deci
r+5,x+7¢€C = c=2. Dar, conform (a), ¢ > 3 - contradictie. (1p)

Dacab>4 atunciz+1,z+3¢ Asiz+1,24+3¢ B, deciz+1,2+3 € C = c=2,
contradictie cu (a). Deci AN B =1{. Analog BNC =0,CNA=10.(1p)

(c¢) Conform principiului cutiei, doua dintre numerele 0,1,2,3 apartin aceleiagi pro-
gresii (sa zicem A).

Daca A are ratia 3, atunci A = {3k|k € N}. Presupunem fr.g ca 1 € B. Atunci
b # 2 (altfel 3 € B), deci b > 3. Daca b > 4, atunci 2,4 € C = 6 € C. Dar
6 € A - contradictie. Deci b = 3. Atunci B = {3k + 1|k € N} si 2,5 € C,
deci C = {3k + 2|k € N}. Daca A are ratia 2, atunci A = {2k|k € N} sau
A = {2k + 1|k € N}. Daca A = {2k|k € N}, atunci BU C = {2k + 1|k € N},
deci b,c sunt pare. Conform (a), b > 4,¢ > 4. Daca b > 6 din x € B rezulta
r+2,x+4¢ B,deci x +2,2+4 € C = ¢ =2 - contradictie, deci b = 4 si analog
¢ = 4. Atunci B = {4k + 1|k € N} si C = {4k + 3]k € N} sau invers. Cazul
A = {2k + 1]k € N} conduce analog la B = {4k|k € N} si C = {4k + 2|k € N} sau
invers. (1p)

Problema 3. Fie AA', BB’ ¢i C'C' inaltimile triunghiului ascutitunghic ABC' si
H,, Hp si Hp ortocentrele triunghiurilor AB'C’, BA'C' respectiv CA'B'.

(a) Aratati ca triunghiurile HyHgH¢ si A’B’'C’ sunt congruente.
(b) Aratati ca dreptele AH4, BHp si CHe sunt concurente in centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC'

Gabriel Marsanu

Solutie:



(a) Fie H ortocentrul triunghiului ABC' si Oy4, Op, O¢ centrele cercurilor circumscrise
triunghiurilor AB'C", BA'C" respectiv CA’'B’. Atunci Oy4, Op, O¢ sunt respectiv cen-
trele segmentelelor [AH|, [BH| si [CH]. Deci O40p = l@ si similarele (1p)

Din Sylvester O, H, = OnA + OAB +0,C": HpOyp, = BOy + A0, + C'Oy, (1p)
Mand;ace;ste relatii si OBOA%nem HBHA__>(),4A_—i—>(m> + Oﬁ + BOB +
A0p+C0p+0504 — OsA+0aB +BOp+ A0 — AB +20,04+BA = 4.
Analog H—CH;> = B'C" deci AHyHgHo = AA'B'C". (2p)

(b) Dreptele AH4, BHp si C' He sunt concurente intr-un punct O intrucat sunt per-
pendiculare pe antiparalele la laturile AABC (1p)

Atunci ZO'AB = 90° — ZAB'C = 90° — ZABC = 90° — ZA'B'C = ZACO', deci
O'A=0'C. Analog O'A = O'B, deci O’ e centrul cercului circumscris AABC (2p).

Solutie alternativa (a):

Avem A'H¢||B'H si B'Ho||A'H deci A’HB'H¢ paralelogram. Analog B'HC'H 4
si C'"HA'Hp paralelograme, deci A'Ho||HB'||C"Ha st AAHe = HB' = C'H,, deci
A'HoHAC' paralelogram, de unde HyHe = A'/C’. Analog HA\Hg = A'B’ si HgH¢e =
B'C’, de unde concluzia. (4p)

Problema 4. Fie ABCDFE pentagon regulat de centru O. Pentru fiecare latura a
sa consideram cate un segment paralel cu aceasta ce are capetele pe cele doua laturi
adiacente. Se gtie ca aceste cinci segmente sunt concurente intr-un punct P care le
imparte pe fiecare in cate doua subsegmente ale caror lungimi au diferenta cu cel
mult 1. Demonstrati ca OP < 1.

Cristi Savescu

Solutie:

Fie AlBlHAB,BQCHHBC, OQDlHCD,DzElHDE, EQAQHEA unde AQ,BQ € [AB],Bl,CQ €
[BC],Cl,DQ c [CD], Dy, E5 € [DE],Al,El S [AE]

Atunci, din ipoteza |PA; + PBi| < 1 gi similarele (3p).
Deci |(PA, +PB,)+(PBy+PC,)+...+ (PAy+ PEy)| < |PA;+PB|+... < 5.(1)(1p)
Dar PA; + PAy = PA si analoagele (1p), deci

> PX = > PA+PA, = > PA = 5PO+(0A+0B+..+0E) = 5P0(2).(1p)

Xe{A1,Aq,....E2} ciclic ciclic

Din (1) si (2) [5P0| < 5, deci PO < 1.(1p)



