Concursul Interjudetean de Matematica " UNIREA"
Focsani, 2016
ClasaaVlll-a, SOLUTII

Subiectul 1. Fie k e N si ecuatia x* +4y* +97° = 2xy + 3xz+ 6yz+k.

a) Pentru k = 3, sa se rezolve ecuatia in Nx Nx N,

b) Pentru k = 2016, si se rezolve ecuatia in Z x Z x Z.

¢) Sa se determine k € N astfel incét ecudia sa aiba o singura solutie in Z xZ x Z.

Gabriel Daniilescu, profesor, Braila

Solutie. X* +4y* +97° = 2xy + 3xz+ 6yz+K < x> +4y* +972° - 2xy - 3xz-6yz=k <
& X+ 4y? +97° - 2xy —3xz—6yz+ 4y -4y + 92 - 97 =k &
& %(sz +8y? +187° —4xy—6xz—12yz)+4y4 —4y*+97° -9 =k &

& %[(X—Zy)2 +(x—32)2 +(2y—32)2}+4y2(y2 —1)+922(z6 —1) =k.

a) Pentru k=3= 4y2(y2—1)§3 si 922(26—1)§3<:> yz(yz—l)s si 22(26—1)3
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Dar yeN si zeN= y*(y*~1)=0si 2°(2°~1)=0=ye{0,4} si ze{0,1}. Inplus,
(x—2y)2+(x—32)2+(2y—3z)2:6.
l.y=0,z=0= X +xX =6 2x’=6< x> =3 x=+/3¢N;
Il. y=0, z=1= x*+(x-3)"+9=6 < X’ +(x-3)" =-3< 0= ecuatia nu are solutii;
. y=1, 2:0:>(x—2)2+x2+4:6<:>x2—4x+4+x2+4—6:0<:>
& 2¢ —4x+2=062(x-1)" =0 x=1
IV. y=1, z=1= (x-2)"+(x-3)’ +1= 6= X’ —4x+ 4+ X’ ~6x+9-5=0&
& 2 -10x+8=0< X’ -5x+4=0< (x-1)(x-4)=0= x, =1, x, = 4.

Deci (x,Y,2)€{(110),(111),(4.11)}.
b) Pentru k = 2016, avem

%[(x—zy)2 +(x=32)" +(2y-32)" |+ 4y*(y? ~1)+92°(2° ~1) = 2016 = 97*(#°~1) < 2016,



Dacd 7* > 4= 97°(2°-1) 2 9-4-(64-1) = 2268, fals!
= 7" <4=ze{-10,1} = 97°(z°~1)=0. Obtinem
<:>%[(X—Zy)z+(x—32)2+(2y—32)2]+4y2(y2—1):2016<:>
<:>(x—2y)2+(x—32)2+(2y—3z)2+8y2(y2—1):4032:>
:>(x—2y)2+(x—3z)2+(2y—3z)2 eM,.
Ingeneral, a*>eM, sau a®>e M, +1, VaeZ, iardin @ +b’+c’e M, =

=a’eM,, b®’eM,, c®e M, = a,b,c numere pare.

Deci x—2y, x—3z, 2y—3znr.pare = z=0 si X nr. par X=2x;, X € Z. Obtinem
(2x1—2y)2+(2x1)2+(2y)2+8y2(y2—1):4032<:>
S 4(x-y) +4x> +4y* +8y°(y° -1)= 4082 =
<:>(xl—y)2+x12+y2+2y2(y2—1):1008.
Dar y*(y*-1) nr. par = (% -y) +x2+y e M, = X,y . pare = x =2%, y=2Y,,
xz,yzeZ:>4(x2—y2)2+4x22+4y22+2-4y§(4y22—1):1008<:>
& (% —Y,) + X+ Y3 +2y; (4y; —1) = 252=> 2y (4y; -1) < 252 & y; (4y; 1) <126,
Dacd y; 29= y; (4y; -1)>9-35=315, fas = y; <9=y; €{0,1,4}.
1) Dacd y2=0= X2+ X2 =252= X2 =126 = X, = +:/126 ¢ Z.
2)Dacd y2=1=y, = +1= (%, F1) + X +1+6=252 = (x, F1)’ + X2 = 245 =
S 2 F2X +1=245< XX FX,-122=0 cu A =489= X, ¢ Z.

3) Daca
Ye=d4=y,=42= (%, 72) +X¢ +4+120= 252 (%, 72) + X2 +124=252 =

& 2CFA%,-124=0 X2 F2%,—62=0 CU A =4+4-62=4-63= X, ¢ Z.

Deci ecudia nu are solutii in Z x 7 x Z.

c) Se observi cd dacd (X, Y, z) este solutie a ecuatiei, atunci si (—x,—y,—z) este solutie si

cum ecugia trebuie sa aiba solutie unica = (X, y,z)=(-X,-y,-z)=> x=y=z=0=k=0.



Reciproc, pentru k =0, ecuatia devine
%[(X—Zy)2 +(x-32)° +(2y—32)2}r4y2(y2 ~1)+97*(z°-1)=0.

Dar 4y*(y*~1)20, VyeZ si 2°(2°-1)20, VzeZ = x=2y=3zsi y* €{0,1},2 {0,1}.

3z nr.par = z nr. par = z=0= x=y=z=0 si ecuatia are solutie unica. Deci k=0.

Subiectul 2. Se da multimea

A:{ (a,b)

Aratati ca:

a,beN, a,b>2,

a-2 a-1 a a+1l a+2EN
b+2'b+1'b'b-1"b-2 '

a) multimea A este nevida;
b) pentru orice pereche (a,b) e A, avem (a+b):60;
c) multimea A este infinita.

Marius Damian, profesor, Braila

Solutie. a) Avem (57,3) e Adeoarece %5—625—85—9 sunt numere naturale. Prin

urmare, A= J.

a-2 a-1 a a+l a+2
b+2'b+1'b'b-1"b-2

ordonate strict crescator, deducem cé diferenta pozitiva dintre oricare doi termeni consecutivi din

b) Deoarece in secventa

sunt numai numere naturale si sunt

secventa este numar natural. Avem astfel ca

a-1 a-2_ a+b
b+l b+2 (b+1)(b+2)

eN=(a+b)i[(b+1)(b+2)],

deci (a+b)i(b+1) si (a+b)i(b+2).

Efectuand si celelalte diferente intre fractii, deducem ca (a+b):b, (a+b)i(b-1) si
(a+b)i(b—2), adicd a+b estedivizibil cu’5 numere naturale consecutive.

Deoarece din 5 numere naturale consecutive, unul este divizibil cu 3, unul cu 4 si unul cu
5, rezultd ca (a+b):60.

c) Pentru orice ke N* avem (60k —3,3) € A, deoarece

6Ok_5€N, 6Ok_4eN, 60k_3€N, 60k_2€N, 60k —1
5 4 3 2 1

eN,



deci multimea A este infinita.

Subiectul 3. Fie AB,C,D patru puncte necoplanare astfel Tncé: AD =6cm,

MA ND _

BC=3cmsi Me(AB), Ne(CD) cu —=——=2.
MB NC

S3 se demonstreze ca m( BC, MN) = m(AD, MN).

lulian Danielescu, profesor, Braila

Solutie. Construim NT || AD, NT = AD si NS|| BC, NS=BC.
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Avem ADNT, BCNS paradéelogramecu AT || DC|| BS adica A 'T,B,S sunt coplanare.

Din AT || BS si secanta AB avem

TAM = SBM ™ -
AT DN AM =AAMT ~ABMS:>M—S:2 si TMA= SVIB,
BS CN MB

deci T,M,S sunt coliniare.

In ATNS: MT = NT = 2, deci, prin reciproca teoremei bisectoarei, avem ca [NM este

MS NS

bisectoarea unghiului TNS. Tn concluzie, (BC,MN)E(AD,MN).



Subiectul 4. Se considera tetracdrul ABCD, punctele M, N, E,F mijloacele segmentelor
[BC],[CD].,[AM] si respectiv [ AN], iar G este centrul de greutate al triunghiului BCD.
Demonstrai ca planele (BEG) si (DFG) intersecteaza planul (ABD) dupd doud drepte

paralele.
Marius Damian, profesor, Braila

Solutie. Fie P mijlocul lui [BD] si Q intersectia dreptelor BE si AC.

Din teorema lui Menelaus aplicatd in AAMC cu transversala B—E-Q, obtinem

E:E, iar din reciproca teoremei lui Menelaus in AACN avem ca D,F,Q sunt coliniare.

QC
Prin urmare, (BEG) N (DFG)=QG.

Din A—Q:E:P—G avem QG || AP.
QC 2 GC

Notam (BEG)n(ABD)=d,, (DFG)n(ABD)=d, si avem:

QG| AP

QG c(BEG),APc (ABD)} = d, | QG,

QG| AP

QG  (DFG), AP (ABD)} =4 1196,

deci d, || d,.



