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Problema 1. Si se determine numerele naturale de trei cifre abc scrise in baza 10
daca dau catul @c si restul b la impartirea cu 9.

Arthur Balauca

Solutie:

abc = 9ac 4+ b = 10a + 9b = 8¢, deci b este par (2p)
b =0 = abc = 405 (1p)

b=2= abc =326 (1p)

b =4 = abc = 247 (1p)

b= 6= abc = 168 (1p)

b = 8 nu avem solutii. (1p)

Problema 2. O persoana are 10 bancnote de 3 UM si 10 bancnote de 5 UM (unitati
monetare). Cate sume pot fi platite exact cu aceste bancnote ?

Gazeta Matematica

Solutie:

Fie x suma pe care dorim sa o platim. Daca x € {1,2,...,40} se poate scrie x = 3a+5b
atunci 80 — x = 3(10 — a) + 5(10 — b) se poate scrie. Clar, 80 lei se pot plati (2p)

Nu se pot plati sumele 1,2,4, 7 si simetric 73,76, 78,79 (2p)

Pentru z < 40, z poate avea formele 5¢, 5e+1 = 5(c—1)+2-3, 5¢+2 = 5(c—2)+3-4,
5¢+ 3 sau 5(c— 1) +3-3. (3p)

Problema 3. Se considera pe o dreapta punctele Ag, Ay, Ao, ..., Asgig In ordine astfel
incat AOA1 = 1, A1A2 = 2, ceny Ak—lAk = l{,’, ceny A2015A2016 = 2016.



(a) In ce segment A, A, se afla mijlocul segmentului AgAspe 7
(b) Determinati daca exista doua segmente [A,A, 1], [ArAk+1],p < k < 2015 cu
mijloacele M respectiv P astfel incat AgM = P Asyis.

Enache Patragcu si Cornel Noana

Solutie:

(a) Fie K mijlocul lui AgAsgis. AgAsgis = 1+ 2+ 3+ ... + 2016 = 22T deci
AK = 20164-12017‘ (1p)

Cdutdm k maxim astfel incat 1+ 2+ 3 + ... + k < 2082007 | — 1425 (2p)

(b) Cautam k, p astfel incat 1+2+...+k+ 5L + 1424 4+ p+ B = A5 Ay, adic
(k+1)*4 (p+1)* = 2016-2017. Deci 7|(k+1)?+ (p+1)2, de unde 7|(k+1)%,7|(p+1)*
deci 49|(k + 1)® + (p + 1)* = 2016 - 2017, fals. (4p)

Problema 4. Se dau n > 3 unghiuri cu acelasi varf, dintre care unul are 120°, cu
proprietatea ca oricare doua unghiuri dintre acestea au o latura comuna si dintre
toate unghiurile formate din bisectoarele lor, cel mai mic are 30" si cel mai mare are
60°. Determinati unghiurile.

Cristi Savescu

Solutie:

Fie ZAOB unghiul de 120°. Daci exista un unghi care este aflat in exteriorul lui
ZAOB, sa spunem ZCOA, atunci bisectoarea acestuia va forma cu bisectoarea lui
AOB un unghi de w > 60°, fals. Deci toate unghiurile sunt in interiorul
lui ZAOB. (*) (2p)

Din ipoteza deducem ca exista doua unghiuri in interiorul lui ZAOB ale caror bisec-
toare formeaza un unghi de 60°.

Cazul 1. Laturile comune acestor unghiuri cu ZAOB coincid - sa spunem ca acestea

ar i OA. Atunci unghiurile sunt ZAOD si ZAOE cu m(LAOD) > m(£LAOE), deci

bisectoarele lor formeaza 60° = m(ZAOD) m(£408) e unde rezultd cd m(ZAOD) —
m(ZAOE) = 120°, deci m(£LAOD) > 1200 Contradlctle cu (*). (1p)

Cazul 2. Laturile comune acestor unghiuri cu ZAOB sunt AO respectiv BO. Fie
unghiurile notate cu AOD si EFOB.

Cazul 2.1. Daca m(£ZDOB) > m(ZFEOB) atunci bisectoarele lor formeaza 60° =
m(AAOD);m(AEOB) + m(ZDOE) _ 1200 (ADOE + m(ZDOE) — 600 + 4(DOE))7
contradictie.

Cazul 2.2. Daci m(£DOB) < m(ZEOB) atunci bisectoarele lor formeaza 60° =




contradictie.

Deci m(£DOB) = m(£ZEOB), deci unghiurile ale caror bisectoare formeaza un unghi
de 60° sunt ZAOD si ZDOB. (2p)

Daca m(£LAOD) # m(£DOB), atunci bisectoarea unghiului mai mare dintre ele va
forma impreuna cu bisectoarea lui ZAOB un unghi mai mic de 30°, contradictie, deci
m(ZAOD) =m(£ZDOB) = 60°. (1p)

Daca ar mai exista un unghi inafara celor trei, distinct de acestea, atunci acesta ar tre-
bui sa aiba o latura diferita de cele existente gi cate o latura comuna cu fiecare unghi
existent, ceea ce implica faptul ca cele trei unghiuri existente au o latura comuna,
fals. Deci unghiurile sunt ZAOB = 120°, ZAOD = ZDOB = 60°. (1p)



