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Problema 1. Sa se rezolve in R ecuatia

x.3m2,3_3x+1+$2.3x:xQ_'_x_g'
Gazeta Matematica

Solutie:

Fie a = 2? — 3. Atunci (3* — 1) + a(3* — 1) = 0. (1p)
Se observa ca a = 0 sau x = 0 (2p)
Daca a # 0,z # 0 atunci 5" = —z%5 care nu are solutii (3p)

Finalizare, a = 0 = x = 4+/3, deci solutiile sunt {—+/3,0,v/3} (1p)

Problema 2. Determinati functiile f : R — R cu proprietatea ca

f@+yf(y) =af(x)+y* Vo, y € R.
Cristi Savescu

Solutie:

Pentru z = 0 avem f(yf(y)) = % Vy € R (1), in particular f(0) = 0. (1p)

Pentru y = 0 avem f(z?) = zf(z),Vz € R (2).

Atunci f(f(z?) = 2%,V € R= f(f(x)) = z,Vx >0 (3). (1p)

Din (2) rezulta ca v f(x) = f(2?) = f((—2)?) = —af(—2) =00 f(—z) = —f(2),Vx €
R. Atunci, conform (3), pentru orice z < 0 avem f(f(—z)) = —z = f(—f(x)) =
—x = f(f(x)) =x. Deci f(f(x)) =z,Vx € R, deci f este injectiva. (2p)

Inlocuind in relatia din ipotezi z cu f(z) avem f(f2(x)+yf(y)) = f(2)f(f(x))+y2 =

2 (2) + 4 = F(@ +yf(y) = (@) = 22, dect f(z) € {z, ~2},¥2 € R. (Ip)



Daca exista z,y € R* cu f(z) = x si f(y) = —v, atunci f(z? — y?) = 2? + y* deci
2?2 —y? =22+ y? sau y? — 22 = 22 + 92, deci x = 0 sau y = 0 - contradictie.

Deci f(z) = z,Vo € R sau f(x) = —z,Vx € R. Observam ca ambele functii
verifica.(2p)

Problema 3. (a) Daca a,b,c > 1 gi a > b, aratati ca

log,c < lobyc.

(b) Daca z,y,z > 2, aratati ca

DN o

loga&+yz + logy—&-zx + logz-‘,—xy >

KKk

(a) logac < logic (1p) = log.a < logic(1p)
b)z,y>2=(z-2)(y—2)>0= a2y >2(r+y) —4>z+y (1p)
Atunci log,+yz > log,,z si analoagele deci ) l0g, 4,2 > l0g,,2(2p). Finalizare (2p).

Problema 4. Se considera un pentagon convex ce are toate unghiurile egale cu pro-
prietatea ca lungimile laturilor acestuia pot fi aranjate astfel incat sa fie in progresie
aritmetica. Demonstrati ca pentagonul este regulat.

Cristi Savescu

Solutie:

Presupunem ca progresia formata de laturile pentagonului are ratia r # 0. Agezam
pentagonul astfel incat daca notam cu a,b,c,d, e afixele varfurilor acestuia, atunci
e = 0 iar a = [, unde [ este lungimea celei mai mici laturi a acestuia - adica il
7culcam” pe cea mai mica latura a sa pe (Oz. (1p)

Fie € = cosZ +isin®. Atunci b = a+e(l+ar),c = b+e*(I+yr),d = c+e(I+2r),e =
d+ (I +wr), unde {z,y, z,w} = {1,2,3,4} (3p), deci

0 = l4e(l+zr)+E(I+yr)+e (I+zr)+et (14wr) = [(1+e+E+E e dr(vety 263 Fwe?).(1p)

Dar 1+e+e+¢+et = =L = 0, deci we+ye? + z¢® +wet = 0 = |z +ye| = |z +we.

Asta conduce la (z +ycos%)? + (ysin®E)? = (z + weos?E)? + (wsin®)? = 22 + ¢ +
Q:JL*yCOS%7r = z2—1—102—|—2zwcos%7r iar cum cos%7r € R — Q, rezulta ca 22 +19? = 22 +w? si
20y = 2zw, deci x +y = z+w si |[v —y| = |z —w|, deci {z,y} = {7, w}, contradictie.

Agadar r = 0, deci pentagonul este regulat. (2p)



