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Problema 1. Fie z1, 25, 23 € C astfel incat |21 = |20 = [23] =151 2 + 2+ 2 =1,

Aratati ca: |27 2016 22 2016 4 016’ _3

Lucian Lazar

Solutie

Fie 2 = cosf +isinf i 2 = cos¢ +isin¢. Atunci 2 = cos(—0 — ¢) +isin(—0 — ¢)
...................................................................................................................... 2 puncte
Pentru ca suma acestor numere este 1 obtinem 0 = sinf + sin¢ — sin(# + o) =
2sin =+ 9+¢ cos & ¢ —2sin 9+¢ cos 9+¢ = 2sin 9+¢ (cos =2 _cos 9+¢) = 4sin 9+¢’ sm sin ‘*—5
...................................................................................................................... 2 puncte
De aici rezulta ca 0 = 2km sau ¢ = 2kw sau 0 + ¢ = 2kmw, k € Z, deci z; = 2, sau
29 T2 23 SAUL 23 = 21 eeretetee e e 1 punct
Dacd z1 = z9, atunci 2t + 2 = ( sau (2—3)2 = —1. Atunci Z = =1, deci | 22016 4 ;2016 4
23016] = | 21201012 4+ (£0) 2016 = 3 Lo 2 puncte

Problema 2. Fie zq, 29, ..., z, € C*, n > 1 numere care au acelagi modul. Aratati ca:

> Z —! <n’
k=1
Cristi Savescu
Solutie 1

DI Zi
Solutie 2

=3zl 5 §Z|zz|2ﬁ:n2 ...................................... 7 puncte



Scriem zp = m(cosay + isinay), unde m este modulul comun al numerelor date si

A € [0,27), K = 1,2, 00 Mt 1 punct

Observam ca 2 = 1 — cosOtisin0) _ 5(—qy,) +isin(—ag) = cosa,—isina
zL,  cosap-+isinay  cosap-+isinap k k) — k k>

T = 1,2, oo Tl oo 1 punct

Atunci A = i 2 - i
k=1 k=1
2.

A= (kzn:l cosag)? + (

n n
L = m Y (cosay + isinay) - = 3 z(cosay, — isinag), adica
k=1 k=1

sinag)?. Deci putem afirma ci A este un numar real pozitiv si

- k=1

[A] = A s 2 puncte

Mai departe A = (Y cosag)?* + (3 sinay)? = Y. cosai +2 >, cosa;cosa; +
k=1 k=1 k=1 1<i<j<n

S sinai +2 Y, sinaisina; A =n+2 >, cos(a; —a;) < n+ 2@ = n?

k=1 1<i<j<n 1<i<j<n

.................................................................................................................... 3 puncte

Problema 3.
(a) Fie m € N*. Cate solutii are in N* inecuatia: z™ < 20157 Dar m* < 20157

(b) Demonstrati ca pentru orice n > 2 are loc identitatea

n n

Z[\’“/ﬁ] = Z[logkn].

k=2 k=2

Cristi Savescu

Solutie

(a) Daca 2™ < 2015, atunci x < /2015, deci z < [ ¥/2015]. Atunci numarul solutiilor
acestel inecuatii este [ V/2015] ...oooiiiiiiiiiiiiii e 1 punct
Analog, pentru cea de-a doua inecuatie, numarul solutiilor este [log,, 2015] .. 1 punct
(b) Fie multimea S,, = {(a,b) € {1,2,...,n}x{1,2,....,n} :a® <n} .cc....... 2 puncte
Numaram in doua moduri cardinalul aceasteia:

(1) Fixam « € {2,3,...,n}. Ecuatia a® < n are [log,n] solutii in {1,2,...,n}, deci S
are n + Y ,_,[logkn] solutii.

(2) Fixam 8 € {2,3,...,n}. Ecuatia 2° < n are [¢/n] solutii in {1,2,...,n}, deci S are
N4 D e o [/M] SOIUEIL o 3 puncte

Problema 4. Fie functia f : R — R cu proprietatea ca f(xf(y)) = yf(z),Vz,y € R.
(a) Aratati ca f este impara.

(b) Determinati functia f stiind ca multimea A = {z € R|f(z) = =} este finita.



Cristi Savescu

Solutie

(a) Pentru = 0 obtinem f(0) = yf(0) pentru orice y, deci f(0) =0 ......... 1 punct
Daca f(1) = 0, atunci pentru y = 1 avem f(0) = f(z), pentru orice x, deci f = 0
care este impara. Daca f(1) # 0, atunci f(z) = f(y) implica f(f(z)) = f(f(y)) =

xf(1) =yf(1), deci z =y, deci f este INJECEIVA. ..ocoveiviiiiiiiiiiiiiceice, 1 punct
Atunci f(xf(1)) = f(x) implica z = xf(1) pentru orice z, deci f(1) = 1.
Mai departe, f(f(y)) = /(1) = y pentru orice y. Atunci f(f(x)/(y)) = uf(f(z)) =

zy, deci f(zy) = f(f(f(2)f(y))) = f(@)f(y). Deci f(—-1)* = f( 1
f(1) = 1 si f este injectiva, atunci f(—1) = —1, iar f(—z) = f(=1)f(x) = —f(x)
PEIEITL OTICE T ..o 1 punct

(b) Daca f =0, este clar ca multimea punctelor fixe este {0}, deci finita.

Daca insa f # 0, conform celor ardtate mai sus, avem f(zy) = f(z)f(y), pen-
tru orice z,y € R. Fie A = {z € R : f(z) = z}. Atunci {-1,0,1} C A
...................................................................................................................... 1 punct

Mai mult, dacd x € A, atunci f(2?) = f%(z) = 2% si inductiv f(2") = 2", pentru orice
n > 1, deci x € A implica 2" € A, iar cum A este finita rezulta ca A C {—1,0,1}.
Intradevir, daci © € A are modul diferit de 0 sau 1, atunci multimea {z, 22, 2%, ...}
este infinita si inclusa in A, deci A ar fi infinita, contradictie. Deci A = {—1,0,1}
...................................................................................................................... 1 punct

In relatia din ipotezi, pentru z = y avem flzf(z)) =af(x),Yx € R. Deci z f(x) este
punct fix pentru orice x € R, deci zf(z) € {—1,0,1} pentru orice x € R ... 1 punct

Pentru x = 0, avem f(z) = 0 iar pentru x # 0 avem f(z) # 0 (din injectivitate),
deci zf(z) € {—1,1}. Daci z > 0, atunci zf(z) = zf(/z') = zf2(\/Z) > 0, deci
zf(z) =1, adicd f(z) = 1. Pentru < 0, avem —z > 0, deci f(—z) = . Atunci,
din (a) avem f(—xz) = —f(z) = —%, deci f(x) = 2,V2 £ 0 oo, 1 punct



