N
AN

Concursul interjudetean de matematica UNIREA 2014

Editia 12+1
Focsani, februarie 2014

Clasa a 9-a
SOLUTII SI BAREME

Problema 1. (a) Céte patrate perfecte contine o progresie aritmetica infinita care
are primul termen 7 gi ratia 5 7

(b) Fiind data o progresie aritmetica infinita de numere naturale cu proprietatea ca
unul dintre termeni este 225, sa se demonstreze ca progresia contine o infinitate de
patrate perfecte.

ok ok
Solutie
(@) ag = a1+ (k—=1)r =T 45k = 1) e 1 punct
Deci ay, este de forma 5k + 2 si are ultima cifra 2 sau 7, deci nu este patrat perfect
.................................................................................................................... 2 puncte

b) Fie a,, = 225. Fie r ratia progresiei date. Atunci (15+kr)? = 225+ 30kr +1r2k? =
( g

AT (B0K AT o 2 puncte
= am+per = a1+ (m—1)r+per = a1 +r(m+pr— 1) = amip,, unde p, = 30k + k*r
...................................................................................................................... 1 punct
Deci (154 kr)? este termen al progresiei date, pentru orice ¥ € N ................ 1 punct

Problema 2. Fie M C (—1,1) o multime cu n > 2 numere reale. Aratati ca
exista o partitie a lui M in doua submultimi M; si M, astfel incat daca s; este suma
elementelor lui M; si sy este suma elementelor lui M,, atunci |s; — so| < 1.

(M si My reprezintd o partitie a lui M daca aceste sunt disjuncte si My U My = M.
Se considerd ca suma elementelor multimii vide este 0)

Cristi Savescu



Solutie
Vom demonstra rezultatul cerut prin metoda inductiei matematice.

Cazul n = 2. M = {a,b}. Avem aici 2 cazuri:

(1) -1<a<b<O0sau0<a<b<l. In fiecare dintre aceste cazuri la —b] < 1si
deci putem alege My = {a} i My = {b} covevoiioiii 1 punct
(2) =1 <a<0<b< 1. Atuncialegem M; = ¢ i My = {a,b}. Suma elementelor
din M; este 0 iar suma elementelor din M, este a + b, iar —1 <a <a+b<b<1
..................................................................................................................... 1 punct

Fie M = {aj,as,...,a,}. Consideram pasul de indutie P,_; adevarat, adica daca
M, 1 = {a1,as,...,a,_1} atunci exista o partitionare a acestei multimi in M, si

M,—1),2 avand suma elementelor s¢,_1),1 TESPECtiV S(p_1)2 «vvovvevieiiiiiiin, 1 punct
unde presupunem fard a restrage generalitatea ca sg,—1)1 > Sm-1)2 astfel incat
Sn—1)1 —S(n=1),2 < L teeriiiii 1 punct
Consideram separat cazurile x, > 0 81 T, < 0 .o 1 punct
Cazul 1. Termenul aditional z,, satisface 1 > x,, > 0. Atunci, alaturam acest ter-
men multimii M,_1)2, si atunci My, ; = My_1)q s Mpo = My_1)2 U {z,}, iar

Sn,1 =~ Sn,2 = S(n-1),1 — (S(n—l),Q + xn) Atunci Sn,1l =~ Sn2 = S(n-1),1 — S(n-1),2 — Tn <
S(n=1)1—S(n-1)2 < 1 81 8p.1—=8n2 = S(n—1)1—S(n-1)2—Tn = 0—x,, > —1, adica cerinta
pasului de inductie (|Sn1 — Spa| < 1) i 1 punct

Cazul 2. Termenul aditional z, satisface —1 < z,, < 0. Atunci, alaturam acest
termen multimii M,—1)1, §i atunci M, 1 = M—1)1 U {zn} st Mpo = Mgy, iar
Sn,1 = Sn2 = S(n-1),1 T Tn — S(n-1),2- Atunci Sn,l = Sn2 = S(n-1),1 T Tn — S(n-1),2 <
S(n=1)1—S(n-1)2 < 1 §1 8p.1 —8n2 = S(n-1)1+Tn—5Smn-1)2 = 0+x, > —1, adica cerinta
pasului de inductie (|Sn1 — Spa| < 1) coiiiiiiii 1 punct

Problema 3. Pe laturile [AB], [BC], [C'D] si [DA] ale unui patrulater convex ABC'D
se considera punctele M, N, P respectiv (). Fie G1,Gs, G3 si G4 centrele de greutate
ale triunghiurilor AMQ, BN M, CN P respectiv DPQ).

Aratati ca G1G2G3G 4 este paralelogram daca si numai daca ABC'D este paralelogram.

Dan Popoiu
Solutie
Fie O un punct oarecare din plan. Atunci 30G; = OA + OM + O_Q si 30G; =
OC+ON+O0P .............. TR TR TR e SSTTPTR 2 puncte
Atunci 3(0OG1 4+ O0G3) = OA+0OC+OM+ON+OP+0Q ....ccuveaennn. 2 puncte
Analog 3(0G2+0G,) = OB+0D+OM +ON+OP+0Q ... 1 punct

Atunci G1G2G3G4 paralelogram daca sl numai dacs OG, + OGg OG5 + OG, daci
si numai daca OA + OC = OB + OD daci si numai daca ABC'D paralelogram
................................................................................................................... 2 puncte



Problema 4. Pe fiecare latura a unui poligon convex cu n laturi (n > 3) se alege
cate un punct si se duce din acest punct un vector perpendicular pe latura, indreptat
spre exteriorul poligonului si de lungime egala cu lungimea acestei laturi.

Aratati ca suma tuturor acestori vectori este vectorul nul.

Dan Popoiu
Solutie
Vom demonstra rezultatul prin inductie dupa n........ccoooooeiiii 1 punct
Pentru n = 3 avem triunghiul ABC' i vectorii a, l;, ¢ perpedinculari pe BC,CA re-
spectiv AB. Fie BE =dsi BD =&si BF = BD+ BE (1) oo 1 punct
Atunci BDFFE este paralelogram, deci FEB = 180° — EBD = ABC de unde
AABC = AFEDB oot 1 punct
Atunci BF = AC (2) s EBF = B/C\A, iar cam EB1 BC, atunci BF LAC (3)
..................................................................................................................... 1 punct
Din (1),(2) §i (3) aVem @ + b4 €= 0 cvoveooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee, 1 punct
Presupunem relatia adevarata pentru poligonul convex cu n laturi A; A,...A,,, avand
vectorii 01, V3, ..., v, construiti conform ipotezei. Atunci v1 + v5 + ... + v,1 = —U,,
.................................................................................................................... 1 punct

Consideram v, 1, v, 12 vectorii perpendiculari pe A, A, 1, respectiv A, 1 A;. Atunci
vectorii v,11, U, 2, —U, respecta ipoteza pentru poligonul AyA, A, .1, deci v,11 +
Upio —Up =0, adicd 01 + U3+ ... + Uy 1+ Vi1 F Upio =0 o 1 punct

Solutie alternativa

Consideram un punct oarecare O in plan si construim vectorii O?(,-,z’ =12,...,n
astfel incat OK; = ;5,1 = 1,2,...,n, unde v;,7 = 1,2,...,n sunt vectorii din ipoteza.
Rotim toti acesti vectori in sens trigonometric cu 90° si vom obtine vectorii OP,.
Suma acestori vectori este un vector de modul egal cu > OK;. Dar suma > OP; are
termenii egali cu vectorii AML-H, deci aceasta suma este vectorul nul, de unde rezulta
COMCIUZIA oot 7 puncte



