Subiecte
Subiectul I
Sa se afle numerele reale x, y, z stiind ca au loc simultan relatiile:

x+y+z=2013,(1); xX*=yz Q) si Y =xz, (3).

Barem de corecturd si de evaluare

Dacax=0din (2)si(3)rezultacay=0siz € R, (4). (1p)
Din (1) si (4) = x =y =01z = 2013, solutie. (1p)
Daci x, y, z € R", din (2) si 3) = 2* =xy, (5). (1p)
Din (2), 3)si G) rezulti x> + Y + Z2=xy+xz+yz o x— )V +(x—2) +(y -2 =0
e x=y=z/(6). (2p)
Din (1) si (6) rezultda x =y =z =671. (1p)
Prin urmare, (x, y, z) € {(0, 0, 2013), (671, 671, 671)}. (1p)

Alta abordare:

2
2 _ x _Y 3_ .3 _
- * X =)z P X =)y xX=y

Daci x, y, z € R’, atunci oyt X e ﬁ{ < (x, ), 2) € {(m, m, m)},

P = xz ) P =xz =

Y- =xz

meR.
Subiectul 1T

Se da numarul A = (n—5)(n—2)(n + 2)(n —4)(n — 3) — 1080.
Aratati cd A se divide cu:

a) 12, oricare ar fin € Z;

b) n—7, oricare ar fin € Z.

Barem de corecturd si de evaluare

a) Numere intregi n — 5, n — 4, n — 3 si n — 2 sunt consecutive deci produsul lor se divide cu
3sicud. (1p)
Cum (3, 4) = 1, rezulta ca 12 divide produsul lor, oricare ar fin € Z. (1p)

b) Varianta 1

A=[(n-5)n-2)][(n—4)(n-3)]n+2)— 1080 (1p)
A= —Tn+10)(n* — Tn+ 12)(n +2) — 1080 (1p)
A=[n(n—-"7)+10][n(n—"7)+ 12](n +2)— 1080 (1p)
A =M, _7+ 120[(n—"7) + 9] — 1080 (1p)

A =9,_7+ 1080 — 1080 = 91, _ 1. (1p)



Varianta 2

A=n-5mn-4)n-3)n-2)[(n-"7)+9]-1080 (1p)
A=9n-5n—-4)n-3)(n-2)+M,_7— 1080

A=9n-5n-4)n-3)n-7+5)+ M, _7—1080 (1p)
A=45(n—-5)n—-4)(n-3)+ M, _7—1080

A=45(n—-5)(n—4)(n—7+4)+ M, _7— 1080 (1p)

A =45 4(n—5)(n—4) + N, 21— 1080

A =180(n— 5)(n—7+3)+ 9, 1 1080

A =540(n—5) + N, _7— 1080 (1p)
A=540(n—7+2)+ 9, _7— 1080

A =1080+ M, _7— 1080

A=N, 7. (1p)

Subiectul 111
In centrul O al patratului ABCD cu latura de lungime a se considera perpendiculara d pe
planul acestuia. Sa se arate ca:
a) Exista cel putin doud puncte pe dreapta d situate la distanta a de punctul D.
b) Daca E este unul din punctele determinate la a), atunci AE L CE.
c¢) Aflati distanta dintre dreptele AC si DE.
d) Daca M este un punct mobil (variabil) pe segmentul (DE), determinati pozitia punctului M
astfel incat aria triunghiului MAC sa fie minima. In acest caz aflati aria triunghiului MAC.

Barem de corecturd si de evaluare

a) Fie E € d. In ADOE dreptunghic, daci DE = a, d
cum OD = a2 rezultd ca OE = & 2 .
2 E
M
. - av?2 . M,

Reciproc, daca OF = ,atunci DE=a. (lp) D C
Insa si punctul E’ simetricul lui E fati de O
satisface conditia datd, DE' = a. (1p)

. o AC .
b) In AAEC, OF este mediana si OE = —, deci

2 A B
m(XAEC) =90°. (1p) £
¢) Din AC L d, AC 1L BD si BD N d = {0},
rezultd cd AC L (ODE), deci AC L OM, oricare ar
fiM € DE. (1p)
Daca OM, L DE, atunci OM, 1. AC si OM, este perpendiculara comuna a dreptelor AC si DE.
DE
Distanta dintre dreptele AC si DE este OM, = 3 = % . (1p)
d) Din AC L (ODE) si OM < (ODC) rezulta ca AC L OM.
Ayac = AC—zMO = minima daca MO este minima, adica M = M,,. (1p)
a 1 _a° s .

Auamc = a2 E : > = unitdti de arie. (1p)



Subiectul IV
Se di ecuatia x’ + x* + x'=31 - x°'.
a) Sa se rezolve ecuatia in multimea numerelor naturale.
b) Céte solutii are ecuatia in multimea numerelor naturale dacax #y #z # t #xsix +y +z +¢=10?

Barem de corecturd si de evaluare
a)x=01implicay, z, t € IN*, solutie.

x =1 implica 3 = 31, contradictie! (1p)
Daca x = 2 ecuatia fiind simetrica in y, z si ¢ putem considera ordinea y < z < ¢ si aceasta
este echivalentd cu: x* - (1 + X 7+ x' ") =31 -x', (1). (1p)
Aratam ca dacd y <31 sau y > 32 se obtin contradictii! (1p)

Prin urmare, y = 31 si ecuatia (1) este echivalentd cu: x*' - (1 +x* '+ x' ) =31 - ¥ =
ol+x My =31 ¥ (1+x79=30deunde ¥ ' € {1, 2,3, 5,6, 10, 15, 30}.
Analizand toate cazurile se obtin solutiile: (x, y, z, #) € {(29, 31, 31, 32); (3, 31, 32, 34);
(5,31,32,33), (15,31, 32, 32)}. (1p)
Prin urmare, ecuatia din enunt are solutiile: (x, y, z, ) € {(0, m, n, p); (29, 31, 31, 32);
(29,31, 32,31); (29, 32,31, 31); (3; 31; 32; 34); (3; 31; 34; 32); (3; 32; 31; 34); (3; 32; 34; 31);
(3;34; 31; 32); (3; 34; 32; 31); (5; 31; 32; 33); (5; 31; 33; 32); (5; 32; 31; 33); (5; 32; 33; 31);
(5; 33; 31; 32); (5; 33; 32; 31); (15; 31; 32; 32); (15; 32; 31; 32); (15; 32; 32; 31)}, unde
m,n,p € IN.

b) Suma solutiilor ecuatiei date este egald cu 10 numai daci x = 0 si y, z, t € IN". Deci
y+z+t=10.Insa10=1+2+7=1+3+6=1+4+5=2+3+5. (1p)
Prin permutari circulare se obtin 4 - 6 =24 de solutii. (1p)
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