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Clasa a 10-a
SOLUTII SI BAREME

Problema 1. Demonstrati ca lg2 - g3 - ...[g2014 < (Ig1008)2°13.

Kok
Solutie
201g2 - 1g3 - ... - 1g2014 < lg2+lg3;a1..;—lg2014 ....................................................... 2 puncte
lg2+1g3+... 4192014 __ 2013/ 9 . 1. -

o =1g *°V/2 3201114.2&%_2014 ........................................................ 2 puncte
lg*%/2-3-4-...-2014 <lg—275— = 191008 ..o, 2 puncte
FINaliZare ........ooiiiiii e 1 punct

Problema 2. O functie f : Q — Q are proprietatea P daca verifica:

f(f(x) +y) = fly) +2,Vr,y € Q

(a) Demonstrati ca daca f are proprietatea P, atunci f(f(z)) = z,Vz € Q.
(b) Determinati toate functiile care au proprietatea P.

Cristi Savescu

Solutie

(a) Observdm cd v,y € Q avem f(f(f(z) +y)) = f(f(y) +2) = f(x) +y (1)
..................................................................................................................... 2 puncte
Consideram a € Q oarecare si y = a— f(x). Atunci (1) devine f(f(a)) = a, iar cum a
a fost ales aleator, putem spune ca f(f(x)) =2,V2x € Q (2) coeevvvvevveveennn. 1 punct

(b) Din (2) putem afirma ca f este injectiva intrucat f(a) = f(b) implica a =
f(f(a)) = f(f(b)) = b. Revenind in relatia din ipoteza, observam ca pentru orice
x,y € Q avem f(f(z)+ f(y) = f(f(y)) + = = x +y. Dar din (2) avem = + y =



f(f(x+y)), deci putem spune ca f(f(z)+ f(y)) = f(f(z+vy)), iar cum f este injec-
tiva, obtinem f(z)+ f(y) = f(x+y), V2, € Q (3) coveiiiiiiiiiie, 1 punct
Observam din (3) ca f(0) = 0. Inductiv, folosind (3), se arata ca pentru orice a € Q.
avem f(azx) = af(z) (se trateaza a = g,p,q € Z,p > 0 si inductia se face dupa p).
Din (3) avem 0 = f(0) = f(—z +2) = f(—x) + f(z), deci f(—z) = —f(x),Vz € Q.
Atunci, f(qa) = qf(a),¥Ya,q € Q .ooviiiiiii i 1 punct
Fie A = {f(z) — z|xr € Q}. Cum f(0) =0 putem spune ca 0 € A.

Daca A = {0}, atunci obtinem o solutie, i anume functia f(z) = z,Vz € Q
...................................................................................................................... 1 punct
Daca exista k # 0,k € A, fie xy € Q astfel incat f(xg) — o = k. Revenind in relatia
din ipoteza avem f(f(x) —x) = f(—z)+x = —f(z) + =, deci f(k) = —k. Cum orice
numar rational ¢ poate fi scris k-1, unde { € Q, atunci f(q) = f({-k) = £ f(k) = —q.
Asadar si functia f(x) = —z,Vr € Q verifica ......oooeevviiiiiiii 1 punct
Deci solutiile sunt fi(z) = z,Vo € Q si fo(z) = —2, Ve € Q.

Problema 3. Fie ABCD un patrulater inscriptibil si M, N, P, () puncte pe laturile
[AB], [BC], [CD] respectiv [DA] astfel incat

AM BN CP DQ
MB NC PD QA

Demonstrati ca M N P() este inscriptibil intr-un cerc concentric cu cel in care este
inscris ABC'D daca si numai daca ABC D este patrat.

KKk

Solutie

Fie O centrul cercului circumscris lui ABC'D originea planului complex si R raza lui.
Notam cu x afixul punctului X.

Daca ABCD este patrat, atunci b = ia,c = ib = —a,d = ic = —ia ............. 1 punct
Daca notam cu k valoarea comuna a rapoartelor, atunci m = %’ si analoagele
...................................................................................................................... 1 punct

_ la+kb|] _ |ia+kib] _ _ |—a—kb| __ _|—da—ikb|] . . I
Jm| = = RS In| = === =Ipl = =55 = la|, deci MNPQ inscriptibil
INET-UN €T CeNETAL I O ..vviiiiiiii e 1 punct

Daca M N PQ este inscriptibil intr-un cerc centrat in O, atunci |m| = |n| = |p| = |¢|,

C T o g s v aatk®bbtrabtab _ bbbtk cctbetbe _ cetk?ddtcdted
deci mm = nn = pp = qq, adica Tt 1)2 = Fi)? = Goi1)? =
P 2= ) . U T — — T -3 — — -3 A ~ — T
W, adica ab + ab = b¢c + bc = cd + ed = da + da = «, intrucat aa = bb =
cc = dd = R? pentru ca A, B, C, D concentrice pe un cerc de centru O .... 2 puncte

Atunci |a — b|> = (a — b)(@ — b) = 2R?> —a. Analog |b—c|> = [c —d|* = |d — a|* =
2R? — o, deci ABC'D este romb, iar cum acesta este inscriptibil, ABC'D este patrat
.................................................................................................................... 2 puncte



Problema 4. Spunem despre un disc inchis D din planul complex ca este compact
daca are raza nenula si pentru orice 2,25 € D avem z129 € D.

(a) Fie D un disc compact. Daca pentru orice z € D exista z1, 2o € D, 21 # 2o astfel
incat z = 212y, aratati ca D este discul unitate centrat in origine.
(b) Aratati ca orice disc compact contine in interiorul sau originea.

Cristi Savescu
Solutie

(a) Fie M = maz{|z| : =z € D} si fie zp € D astfel incat |z| = M. Atunci
22 € Dsi |22 € M, deci M?> < M, deci M < 1. Atunci |z] < 1,Vz € D, deci

D CC(O, 1)UINEC(O, 1) oottt 1 punct
Fie 21,2y € D astfel incat zg = 2125. Cum M = |29| = |21]|22] < M? atunci M > 1,
ceea ce confruntat cu rezultatul de mai sus, implica M =1 .................... 1 punct
Atunci |z1]|2z2] = 1. Cum |z| < 1,|22] < 1, obtinem ca |z1] = |22 = 1. Atunci D are
cel putin 2 puncte de intersectie cu cercul C'(O, 1), iar cam D C C(O,1)UIntC(O,1),
rezulta ca D este centrat in O gi are raza 1 ......ccccooeiiiiiiiiiiiiiieee, 1 punct

Observatie: In acest caz ci 21,2 € D implick |z120] < 1, deci 2129 € D gi pentru
z#lavem z=z-1g11=1i-(—i), deci D =C(0,1)U IntC(O,1) satisface.

(b) Fie U = {arg(z) : z € D} multimea argumentelor numerelor complexe din D
(reduse la intervalul [0,27)). Fie aj,as € U, cuag < ag i ag —ag < 7 §i 24,25 € D
cu arg(za) = ai,arg(zp) = ay. Atunci afirmam ca orice o € (aq, ) este continut
in U. Intradeviir, daci g € (o, ), existd M € [AB] astfel incat arg(zy) = oo
iar cum A, B € D, atunci [AB] C D, deci M € D, deci zpy € D si deci ag € U
..................................................................................................................... 1 punct
Fie o € [0,27) oarecare i n € N astfel incat n > af_’fal. Atunci 52 — 5 > 1, deci
neg— — n=% > 1. Atunci existd numarul natural k astfel incat === > k > #5—=2,
adicd ap > 2Tt2 > ;. Conform celor spuse mai sus, ne rezultd ca 22t € U,
deci existd z € D cu arg(z) = 222 Cum 2" € D si arg(z") = 2km + «, atunci
2km+a € U sau a € U. Cum « a fost ales aleator, rezulta ca U = [0, 27) .. 2 puncte
Atunci, O trebuie sa fie continut in interiorul lui D. Altfel, consideram d dreapta
care trece prin O si este perpedinculara pe OO, unde O; este centrul lui D. Atunci,
dreapta d imparte planul in 2 semiplane, dintre care unul este disjunct cu Int(D),
iar oricare ar fi z in semiplanul determinat de d care nu include D avem z ¢ D, ceea
ce ar implica existenta unui interval [, 5 + 7) disjunct cu U, lucru care contrazice

cele demonstrate MATL SUS ......oeieiei e 1 punct




