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Clasa a Xll-a

Subiectul 1. Fie G un grup si H un subgrup propriu al sdu cu proprictatea ca exista
aeG-H astfel incdt Hu{a,a'} este de asemenea un subgrup in G. Determinati
ordinul lui a.

Solutie:

Fie xe H —{e}=>axe Hu{a,a'}

Dacd axe H =>a = (ax)x " € H imposibil

Daca ax =a => x =e imposibil

Daci ax=a'=>x=a’=>H —{e}={a’} (4p)
Prinurmare H=2Z, si x¥>=e=>a" =e=>ord(a)| 4
Cum a® # e (H este subgrup propriu) ord(a) = 4 (3p)

Subiectul 2. Fie (A+,) un inel si a,be A. Daca este 1+a-binversabil atunci si
1+Db-aeste inversabil.

Solutie:
Fieuinversul lui 1+a-b <=>u+u-a-b=u+a-b-u=1 (2p)
Notim v=1-b-u-a siaratci (1+b-a)'=v (2p)

(@+b-a)-v=@Q+b-a)-(1-b-u-a)=1-b-u-a+b-a-b-a-b-u-a=
=1-b-u-a+b-a-b-(1-u)-a=1

V-(1+b-a)=(1-b-u-a)-(1+b-a)=1+b-a-b-u-a-b-u-a-b-a=
=1+b-a—-b-u-a-b-(1-u)-a=1 (3p)

f e

n(n+1)
Solutie: Hk" \/ ’ n2n =a, n2n (2p)
\/_ k=1 k 1 k= 1

Deoarece lim n2n = Hw\/_ Hk" =lima, (1p)

n—o0 n—>w0
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Ina, =125In5=%(f,§), unde A:(O,l,g,...,lj si fz(lzlj iar
n<n n n n'n

k=1

xInx, x>0 ] )
f:[0]->R, f(x)= {0 <=0 functie continua (2p)

n—ow

1
Atunci limina, = _[f (x)dx
0

2 2

X X 1
O primitiva a lui f este F(x) = ?Inx—j,x>0 si limlna, = J’f(x)dx:—%
0

0,x=0

Asadar lima, = 1 (2p)

n—co ,‘\1/5
Subiectul 4. Determinati functia continua f :[0,4+00) — [0,+0) cu proprietatile:

(1) limita lim [yf (y)dy exista si este finita;
0

2 [yf(y)dy < min £ (y). pentru orice x> 0.
ye[x,2x
0
Solutie:
Fie functia F :[0,+w0) — [0, +00) , F(X) = j yf (y)dy
0

2X
Atunci F(2x)-F(x) = J.yf(y)dyZX- n[1i£1]yf(y)2x2' n[1i£1] f(y) si de aici
ye[x,2x yel[x,2x

X

F(2X)—F(x)>x*- min f(y)>x*-F(x) <=>F(2x)>(x*+1)-F(x),

ye[x,2x]

F(2"x) S
(x> +1)"
Trecand la limita, folosind (1), obtinem F(x)=0,V¥x>0
Presupunem ca exista x>0 astfel incdt f(x)>0 si atunci exista V =(a,b) astfel ca

Prin inductie se obtine F(2"X) > (x*+1)"-F(X) <=>

F(x) (3p)

b
O<a<x<bsi f(x)>0, Vxe[a,b]=>0< jtf(t)dt:F(b)—F(a)=0,faIs!

Deci f(x)=0,vx>0 (2p)
Alegand un sir cu termeni strict pozitivi convergent la 0 si folosind continuitatea lui f se
obtine f(0)=0 (2p)
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