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Clasa a Xl-a

Subiectul 1. Fie sirul (X,),.,, definit prin x, =1, X, =3X, ++/8x° =7, n>0.
a) Sa se arate ca X, € N, pentru orice neN;

b) Sa se calculeze lim— n+1

n—oo X
n

< . X
c) Sa se calculeze lim—-.

- 6
Solutie:
a) X, —3X, =8x* =7 => x>, —6X X +X =—T7 si X2, —6X X +X, =7
Atunci xZ,, — X2 —6x.,(X,,, —X,) =0 sidin (x,),, strict crescitor se obtine
X.., =6X,,, —X., de unde prin inductie se obtine X, € N (3p)

b) Din (X,),., strict crescator rezultd ca exista limx, =«

nN—oo

Dacd o € R atunci —2a =+/8a” -7 fals (a>0)

Deci @ =+ => lim 21 — [im3+ /8—— 3++/8 (2p)
n—ow Xn n—ow

€) Xy =6Xpy =X, => X, = a(3—\/§)n +b(3+\/_)
Iimﬁ=lima(3_6\/§J +b(3+‘@j 2p)

n—w G n—w 6

Subiectul 2. Fie f:R—>R cu proprietatea f(x+y)= f(x)-f(y), pentru orice
X,yeR. Daca exista ¢ €R cu propriectatea ca existda lim f(x) atunci oricare ar fi

X, € R exista lim f(x).
X=Xy
Solutie:
x=y=0=>f(0)e{0,1}
Daca f(0)=0=> f(x+0)=f(x)- f(0)=0=>f(x)=0,vxeR Ilim f(x)=0 (2p)
X=Xy

Daca f(0)=1 presupunem ca exista ye R cu f(y)=0
f(X)=f(x—-y+y)=f(x-y)-f(y)=0=>f(x)=0, VxeR Fals


mailto:cnu@lufo.ro
http://unireamat.lufo.ro/

= f(x)#0, VxeR (2p)
1=1(0)=f(x=x)=f(X)- f(-x)=> f(—x)=L
f(x)
Fiea, >0=a +a—>«a
f(a, +a) I I
-

=limf(x)=——
f(a) fla) 0 f(a)

Deci lim £ () = lim f (x—x;)- f (%) =—— - f (x,) 3p)
X—>¥%g x—0 f (Cl)

1=f(a,)=f(a,+ta—a)=

Subiectul 3. Fie Ae M _(C) cu det(A) =0 si A* adjuncta matricei A. Sa se arate ca:

a) rang(A*) <1;

b) dacd existdi meN, m>2 astfel ca (A*)™ =0, atunci (A*)> =0, .

Solutie:

a) A-A*=(det A) -1 => A- A< =0,

Folosind inegalitatea lui Sylvester rezulta 0=rang(A- A*) > rang(A)+rang(A*)—n
Daca rang(A) <n-—2 atunci toti minorii de n—1lordin sunt 0 si A*=0, =>rang(A*)=0
Daca rang(A) =n—-1=>0>n-1+rang(A*)—n=>rang(A*) <1

rang(A) =n-1=>rang(A*) >1 si atunci rang(A*) =1 (3p)

b) rang(A*) <1=> exista o matrice coloana C si o matrice linie L astfel incat A*=C-L
0, =(A""=(C-L)"=C-(L-C)"*.L=a-C-L=a-(A%

Atunci a=0 sau A*=0, de unde rezulti ci (A*)* =0, (4p)

Subiectul 4. Fie Ae M, (R) cu proprietatea AA' = 1_. Sa se arate ca Z a;|<n.
1<i, j<n
Solutie:
Daca L=1 1 .. 1 atunci L-L'=n
Cl
: t t t t C2 2
Deci n =L-L=L-A-A-L=(L-A)-(L-A)=¢ ¢, .. C, = C
Cn
= ¢Z+C.+...+C> ,unde ¢, =a; +a, +..+4a, (3p)
:>n=cf+c22+...+c§21(c1+c2+...+cn)2
n
=>c,+C,+..4C|<n=>| > a;|<n (4p)
1<i, j<n
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