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Clasa a X-a

Subiectul 1. Fie n un numar natural, n>2 si a,,a,,...,a, € (L, +0). Aratati ca:
a) log, a, +log, a; +log, a, +..+log, a, >n;
b) log,(2a, +a,) +log,(2a, +a,)+...+log,(2a, +a,) >

>log,(a,) +log,(a,)+...+log,(a,)+n.

Solutie:
a) Aplicand inegalitatea mediilor obtinem

log, a, +log, a;+...+log, a, > n-n\/logal a,-log, a;-...-log, a =n (3p)

- . .. 2a, +
b) Din inegalitatea mediilor avem: Iogs[ a13 azjz log,3%/a’a, <=>

2log; a, +log; a,
2
3 (2p)

Insumand inegalitati analoage se obtine concluzia. (2p)

<=>log,;(2a, +a,)-1=>

Subiectul 2. Fie z,,z,,z, e C afixele punctelor necoliniare A, B, C cu proprietatea
|z, -z, |+|z,—25|+|2, -2, =1 si consideram numarul complex
2=12-12,-25|+2,-| 2, —2;|+2,-|2, — 2, |. Daca M este de afix z, atunci M este la
egala distanta de dreptele AB, AC si BC.

Solutie: Fie AD bisectoare in AABC si | centrul cercului Tnscris

BD AB |z,-7,] K

DC AC |z;-1z,|

Din teorema bisectoarei Tn AABC avem

] 1
Atunci 2. =——7, +——2 3
P k+1 " k417 (3p)
Din t. bisectoarei in AABD avem - — AB _ AB+ AC |z =7,l+[z -5 _
ID BD  BC 12, -2, ]
Atunci z, = L, P (2p)

1 Z2
p+1 p+1
Obtinem z, =z,-12, -2, |+2,-|2, -2, | +2;-| 2, -2, |= Z
Asadar M =1 si atunci d(M, AB)=d(M, AC) =d(M,BC) (2p)
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Subiectul 3. Fie € R* si a,,a,,a,,...,a, numere reale cu proprietatea a, +a,_, =,
pentru orice k =0,1,...,n, N> 2. Daca X este un numar complex de modul 1 care verifica

egalitatea X" +ax"+a,x"*+..+a,,x+a, =0, atunci ardtati ca
a,x" +a,Xx"" +a,x"*+..+a,x+a, =0.
Solutie:

. . . e .- 1
Conjugand egalitatea din ipoteza si tinand cont cd X = — avem

X

a,x"+a, X" +a, X" +..+ax+a,=0 (2p)
Prin Tnsumare se obtine ar(Xx" + X" + X" ? +.. +x+1) =0=>x"" =1 (3p)
Tnmultind egalitatea din ipotezi cu x si folosind x™* =1 se obtine
a,x" +a,Xx"" +a,x"* +..+a,x+a, =0 (2p)

Subiectul 4. Fie f:R —>7Z o functic monotona cu proprietatea f(x+3)= f(x)+1,
pentru orice X € R. Aratati ca ecuatia f(Xx) = x are cel putin o solutie.

Solutie:

Din f monotona si f(x+3) > f(x) rezulta f crescatoare (1p)
Fie g:Z—>7Z, g(X)=f(x)—x

Concluzia este echivalenta cu: ecuatia g(x) =0 are cel putin o solutie

Avem g(x+3)=f(x+3)—x-3=Ff(X)—x—2=g(x)—2 si prin inductie se obtine
g(x+3k) = g(x)— 2k, pentru orice k e Z (2p)
Presupunem ca g(x) este impar pentru orice X € Z

Atunci f(0), f(2) suntimpare si f(2), f(3)sunt pare

Din f crescatoare se obtin f(0) < f(2) < f(2) < f(3) = f(0) +1 imposibil (2p)
Deci exista a,b e Z astfel incat g(a) = 2b

Atunci g(a+3b) =g(a)—2b =0 de unde rezulta concluzia (2p)
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