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Subiectul 1. Fie n un număr natural, 2n  şi ),1(,...,, 21 naaa . Arătaţi că: 

a) naaaa
naaaa 1432 log...logloglog

321
; 

b) )2(log...)2(log)2(log 13323213 aaaaaa n   

naaa n )(log...)(log)(log 32313 . 

Soluţie: 

a) Aplicând inegalitatea mediilor obţinem  

naaanaaa n
aaaaaa nn 132132 log...logloglog...loglog

2121
                (3p) 

b) Din inegalitatea mediilor avem: 3
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213
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aa                                                               (2p) 

Însumând inegalităţi analoage se obţine concluzia.                                                    (2p) 

 

Subiectul 2. Fie Czzz 321 ,,  afixele punctelor necoliniare A, B, C cu proprietatea 

1|||||| 213132 zzzzzz  şi considerăm numărul complex 

|||||| 213312321 zzzzzzzzzz . Dacă M este de afix z, atunci M  este la 

egală distanţă de dreptele AB, AC şi  BC. 

Soluţie: Fie AD bisectoare în ABC  şi I centrul cercului înscris 

Din teorema bisectoarei în ABC  avem k
zz
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Din t. bisectoarei în ABD  avem p
zz

zzzz

BC

ACAB
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32
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Atunci 21
11
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z
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p
z I                                                                                       (2p) 

Obţinem zzzzzzzzzzz I |||||| 213312321  

Aşadar IM  şi atunci ),(),(),( BCMdACMdABMd                                       (2p) 
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Subiectul 3. Fie *R  şi 0 1 2, , ,..., na a a a  numere reale cu proprietatea knk aa , 

pentru orice nk ,...,1,0 , 2n . Dacă x este un număr complex de modul 1 care verifică 

egalitatea 0... 1

2

2

1

10 nn

nnn axaxaxaxa , atunci arătaţi că 

0... 0

2

3

1

21 axaxaxaxa n

nnn . 

Soluţie: 

Conjugând egalitatea din ipoteză şi ţinând cont că 
x

x
1

 avem 

0... 01

2

2

1

1 axaxaxaxa n

n

n

n

n

n                                                                (2p) 

Prin însumare se obţine 10)1...( 121 nnnn xxxxx                       (3p) 

Înmulţind egalitatea din ipoteză cu x şi folosind 11nx  se obţine  

0... 0

2

3

1

21 axaxaxaxa n

nnn                                                                      (2p) 

 

Subiectul 4. Fie :f  o funcţie monotonă cu proprietatea 1)()3( xfxf , 

pentru orice x . Arătaţi că ecuaţia xxf )(  are cel puţin o soluţie. 

Soluţie: 

Din f  monotonă şi )()3( xfxf  rezultă f crescătoare                                             (1p) 

Fie :g , xxfxg )()(  

Concluzia este echivalentă cu: ecuaţia 0)(xg  are cel puţin o soluţie 

Avem 2)(2)(3)3()3( xgxxfxxfxg  şi prin inducţie se obţine 

kxgkxg 2)()3( , pentru orice k                                                                   (2p) 

Presupunem că )(xg  este impar pentru orice x  

Atunci )2(),0( ff  sunt impare şi )3(),1( ff sunt pare 

Din f crescătoare se obţin 1)0()3()2()1()0( fffff  imposibil                 (2p) 

Deci există ,a b  astfel încât bag 2)(  

Atunci 02)()3( bagbag  de unde rezultă concluzia                                       (2p) 
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