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Clasa a Xl-a — Solutii §i barem

Subiectul 1. Fie matricele A B e M,(R) astfel incat AB = BA si det(A% +B?)=0.
a) Sa se arate ca det A=detB;
b) Daca in plus det A= 0 atunci A +B? = 0,.

Solutie:

a) AB=BA=> A?4+B2= (A—iB)(A+iB) si det(A? + B?) =det(A—iB)det(A+iB) (1p)
Deoarece A, B e M, (RR) obtinem ci det(A? + B®) =| det(A—iB) |? (1p)
Asadar det(A—iB)=0<=>det A—detB+«i =0, unde o e R (1p)
Deci det A—detB=0<=>det A=detB (1p)
b) Avem A?+B? = A%(1, +(A'B)?) si din ipoteza det(l, +(AB)%)=0

Notaim C=A"Be M, (R) siavem det(l, +C%)=0 (1p)
Din ecuatia caracteristica obtinem C?=a-C+b-1 o, unde a=tr(C) si b=det(C)

Atunci det(l,+a-C—b-1,)=0=>a®+(1-b)>=0=>a=0,b=1 (1p)
Deci C2=a-C+b-1,=—l,<=>C?+1,=0, <=> A>+B2 =0, (1p)

Subiectul 2. Fie n>2 si f:M_ (C) —>{0,1,2,...,n} o functie surjectiva cu proprietatea
ca f(AB)< f(A) pentru orice A,BeM (C). Aratati ca f(A)=rang(A), pentru orice

AeM (C).

Solutie:

Fie A BeM_(C), Binversabild. Atunci f(A)> f(AB)> f(ABB™)= f(A) (1p)

Deci, dacda B este inversabila, atunci f(AB)=f(A), VAeM, (C) si analog
f(BA)= f(A). (1p)

Consider rang(A)=r si atunci exista U,V e M (C) astfel incat UAV =1, e M, (C),
unde | , arerde 1 pe diagonala principala si restul elementelor 0). (2p)
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Atunci vom avea ca f(A)=f(UAV)=f(l,,) siconstatim ca orice doud matrice de rang
I au aceeasi imagine si anume f (I, ,).

Atunci putem spune cd imaginea lui f este inclusd in {f(1,,=0,), (I ,),.... (I, =1,)}
Deoarece f este surjectiva rezulti ca f(l ) sunt diferite doud cate doud (1p)
Cum I =1 1, rezultica f(I )=<f(l, ) sidin f(l ) distincte doud cite douad

avemca f(l )< f(l, )<..<f(l,,) (1p)
Cum {f(l,,), f(1,0),... £(1, )}={L2,....,n} se obtine cd f(l )=k, pentru orice k
Asadar, daca rang(A)=r atunci f(A)="f()=r (1p)

Subiectul 3. Fie sirurile (a,)ps1 $1 (0,) 11

i) Daca (a,),» este convergent si limb,=0 demonstrati ca
n—o0
Zak n+1-k
limk& — —0;
n—o n
n
Zakba(k)
ii) Daca lima,=a si limb,=b, a,beR sirul definit prin x, =L —
n—o n—o n
unde o €S,,, este convergent la a-b.

Solutie:
a’+al+..+a’

i) Notam lim a, =a€R si din Lema Cesaro-Stolz avem lim =a’ (1)
n—»c0o n—w n
2 n2 2
si lim b +b5 +...+b] _0(2) 2p)
n—o n
Conform inegalitatii CBS avem
0<(ayb, +ayb, 4 +...+anbl)2 <@ +aZ +..+a2)(b? +b? +..+b%) = (1p)
0< albn+a2bn_1+...+anbl < a12+a§+ +a bl+b2+ +b2
n n n
Folosind (1) si (2) si criteriul clestelui avem lim 208201 +300 (1p)
n—o n
by +...+ayh
ii) Fie y, =h, —b — 0. Procedand ca la i) avem lim —2& o) _
n—oo n
a +..+a
_ lim b(a +...+4a,) N 1Yo (1) nYo(n) _b.a+0=a-b (3p)

n—oo n n


mailto:cnu@lufo.ro
http://unireamat.lufo.ro/

COLEGIUL NATIONAL
»» UNIREA~>

—— Str. Cezar Bolliac, Nr. 15, Focsani, Vrancea
TeI/ Fax 0040 237 215659; e-mail: cnu@Ilufo.ro; http: //unlreamatlufo ro/

k

Subiectul 4. Fie k >1si f :[a,b] >[a,b] o functie care verifica | f(X)— f(y)|<{x-Y]|
pentru orice X,y €[a,b] cu x = y. Aratati ca ecuatia f(x) =X are exact o solutie.
Solutie:

Caz 1. k=1. Observam ca f este continua (1p)
Cum g(x) = f(x)—x verifica relatiile g(a)= f(a)—a>0si g(b)= f(b)-b<0

si g este continud exista X, €[a,b] cu g(x,) =0, adica f(x,) =X, (1p)
Daca ar exista X, # X, cu f(x)=x atunci | x, —X, | f(x)— (%)< % —X, |, fals

Deci solutia este unica (1p)

Caz 2. k>1.Fie xe[a,b] si y>0 oarecare astfel ca a<x+y<b

; ; k
f (x+ yﬂJ— f (x+ le <y—k, oricare ar fi
n n
i=1n-1 (2p)
Insumand dupa i=0,1,...,n—1 obtinem
| F(x+y) - F)<D. <N=F=—7 (1p)

i+1 [
f (x+ y—j— f (x+y—j
i=0 n n n n

Pentru n — +oo obtinem f(X+Yy)= f(x) si cumy a fost ales oarecare rezulta ca f este
constantd. Atunci f(X)= X are exact o solutie (1p)

Atunci pentru orice n>2 avem

k k

y _ Y

n-1
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