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Concursul Interjudeţean de Matematică „UNIREA” 

Focşani, 17 martie 2012 
 

Clasa a XI-a – Soluţii şi barem 
 

 

 

Subiectul 1. Fie matricele 2, ( )A B M  astfel încât AB BA  şi 
2 2det( ) 0A B . 

a) Să se arate că det detA B ; 

b) Dacă în plus det 0A  atunci 2 2
2A B O . 

Soluţie:  

a) AB BA  
2 2 ( )( )A B A iB A iB  şi 

2 2det( ) det( )det( )A B A iB A iB   (1p) 

Deoarece 2, ( )A B M  obţinem că 
2 2 2det( ) | det( ) |A B A iB                                (1p) 

Aşadar det( ) 0 det det 0A iB A B i , unde                                      (1p) 

Deci det det 0 det detA B A B                                                                         (1p) 

b) Avem 2 2 2 1 2
2( ( ) )A B A I A B  şi din ipoteză 1 2

2det( ( ) ) 0I A B  

Notăm 1
2( )C A B M  şi avem 2

2det( ) 0I C                                                     (1p) 

Din ecuaţia caracteristică obţinem 2
2C a C b I , unde ( )a tr C  şi det( )b C  

Atunci 2 2
2 2det( ) 0 (1 ) 0 0, 1I a C b I a b a b                                (1p) 

Deci 2 2
2 2 2 2C a C b I I C I O 2 2

2A B O                                 (1p) 

 
Subiectul 2. Fie 2n  şi : ( ) {0,1,2,..., }nf M n  o funcţie surjectivă cu proprietatea 

că ( ) ( )f AB f A  pentru orice , ( )nA B M . Arătaţi că ( ) ( )f A rang A , pentru orice 

( )nA M . 

Soluţie:  

Fie , ( )nA B M , B inversabilă. Atunci 1( ) ( ) ( ) ( )f A f AB f ABB f A               (1p) 

Deci, dacă B este inversabilă, atunci ( ) ( )f AB f A , ( )nA M  şi analog 

( ) ( )f BA f A .                                                                                                                (1p) 

Consider ( )rang A r  şi atunci există , ( )nU V M  astfel încât . ( )n r nUAV I M , 

unde .n rI  are r de 1 pe diagonala principală şi restul elementelor 0).                             (2p) 
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Atunci vom avea că 

.( ) ( ) ( )n rf A f UAV f I  şi constatăm că orice două matrice de rang 

r au aceeaşi imagine şi anume 
.( )n rf I . 

Atunci putem spune că imaginea lui f este inclusă în ,0 ,1 ,{ ( ), ( ),..., ( )}n n n n n nf I O f I f I I  

Deoarece f este surjectivă rezultă că ,( )n rf I  sunt diferite două câte două                     (1p) 

Cum , , 1 ,n k n k n kI I I  rezultă că , , 1( ) ( )n k n kf I f I  şi din ,( )n rf I  distincte două câte două 

avem că ,0 ,1 ,( ) ( ) ... ( )n n n nf I f I f I                                                                           (1p) 

Cum ,0 ,1 ,{ ( ), ( ),..., ( )} {1,2,..., }n n n nf I f I f I n  se obţine că ,( )n kf I k , pentru orice k 

Aşadar, dacă ( )rang A r  atunci 
.( ) ( )n rf A f I r                                                       (1p) 

 

Subiectul 3. Fie şirurile 1( )n na  şi 1( )n nb . 

i) Dacă 1( )n na  este convergent şi lim 0n
n

b  demonstraţi că 

1

1lim 0

n

k n k

k

n

a b

n
; 

ii) Dacă lim n
n

a a  şi lim n
n

b b , ,a b  şirul definit prin 

( )

1

n

k k

k
n

a b

x
n

, 

unde nS , este convergent la a b . 

Soluţie:  

i) Notăm lim n
n

a a  şi din Lema Cesaro-Stolz avem 
2 2 2

21 2 ...
lim n

n

a a a
a

n
 (1) 

şi 
2 2 2
1 2 ...

lim 0n

n

b b b

n
 (2)                                                                                      (2p) 

Conform inegalităţii CBS avem 
2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 1 20 ( ... ) ( ... )( ... )n n n n na b a b a b a a a b b b                       (1p) 

2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 1 2... ... ...

0 n n n n na b a b a b a a a b b b

n n n
 

Folosind (1) şi (2) şi criteriul cleştelui avem 1 2 1 1...
lim 0n n n

n

a b a b a b

n
             (1p) 

ii) Fie 0n ny b b . Procedând ca la i) avem 
1 (1) ( )...

lim
n n

n

a b a b

n
 

1 (1) ( )1
...( ... )

lim 0
n nn

n

a y a yb a a
b a a b

n n
                                        (3p) 
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Subiectul 4. Fie 1k şi :[ , ] [ , ]f a b a b  o funcţie care verifică | ( ) ( ) | | |kf x f y x y  

pentru orice , [ , ]x y a b  cu x y . Arătaţi că ecuaţia ( )f x x  are exact o soluţie. 

Soluţie:  

Caz 1. 1k . Observăm că f este continuă                                                                    (1p) 

Cum ( ) ( )g x f x x  verifică relaţiile ( ) ( ) 0g a f a a şi ( ) ( ) 0g b f b b  

şi g este continuă există 
0 [ , ]x a b  cu 

0( ) 0g x , adică 
0 0( )f x x                              (1p) 

Dacă ar exista 
1 0x x  cu 

1 1( )f x x  atunci 
1 0 1 0 1 0| | | ( ) ( ) | | |x x f x f x x x , fals 

Deci soluţia este unică                                                                                                   (1p) 

Caz 2. 1k . Fie [ , ]x a b  şi 0y  oarecare astfel ca a x y b  

Atunci pentru orice 2n  avem 
1 k

k

i i y
f x y f x y

n n n
, oricare ar fi 

1, 1i n                                                                                                                        (2p) 

Însumând după 0,1,..., 1i n  obţinem 

1

1
0

1
| ( ) ( ) |

k kn

k k
i

i i y y
f x y f x f x y f x y n

n n n n
                                (1p) 

Pentru n  obţinem ( ) ( )f x y f x  şi cum y a fost ales oarecare rezultă că  f  este 

constantă. Atunci ( )f x x  are exact o soluţie                                                              (1p) 
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