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Clasa a X-a — Solutii i barem

Subiectul 1. Sa se determine multimea A={| z| | zeCsi Z+i1‘ =1}.
Z+

Solutie:
Din |7+ 1| =1 obtinem | z? +z+1|=| z +1]

z+1
Notam cu z=a+ib, |z|=r si folosind relatiile z-2=r? si z+z=2a obtinem
(2 +2+0)(Z +2+1) = (2 +1)(z+1) <=>4a’ +2r%a+r*—2r> =0 (3p)
ae]R:>AaZO:>I‘e[O,¥}.
Asadar Ac {0 i} (2p)
Fie te[O,&]

3
32 _ 42

Atunci pentru z=a+Dbi cu a:w si |a+bi|=t obtinem |z°+z+1]=| z +1]

2\/6

astfel ca {OT} c A

Deci A= {0, %} (2p)
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Subiectul 2. Si se rezolve ecuatia (X —1)(x —3) = 3%,

Solutie:

Fie f:R>R, f(X)=(x-1)(x-3) si g:R—>R, g(x)=3"

Pe intervalul (—0,1) f este strict descrescatoare, iar g este strict crescatoare, asadar

ecuatia f(X) = g(x) <=> (x—1)(x—3) = 3" are cel mult o solutie in (~,1)

Deoarece f(0)=g(0) rezulta cd x=0 este unica solutie din (—0,1) (3p)

Daca xe 1,3 atunci f(x)<0 si g(x)>0, deci ecuatia f(x)=g(x) nu are solutii in
13 (1p)

Pe intervalul (3,+) atunci f este strict crescatoare, iar g este strict crescatoare

Notam n=[x] <=>n<x<n+1, neN, n>3

Obtinem inegalitatile f(n)< f(x)< f(n+1) si g(n)<g(x)<g(n+1)

Prin inductie se arata ca f(n+1) <g(n) <=>n(n-2)< 3" wn>3

Atunci din f(n)<f(X)<f(n+)<g(n)<g(x)<g(n+1) obtinem ca ecuatia
f (x) = g(x) nu are solutii in (3,+x) (3p)
Deci x=0 este singura solutie

Subiectul 3. Sa se determine f :7Z — Z astfel incat 7 f (x)-3f (f(x)) =2x, pentru orice

Xel.

Solutie:

7TF(X)=3fF(f(x))=2x<=>3(f(f(x))-2f(x))=f(x)-2x, VXeZ (2p)

Tnlocuind x cu f(x) obtinem 3(f (f(f(x)))-2f(f(x)))=f(f(x))-2f(x), VxeZ

Atunci 32(f (f(f (X)) -2 (f(x)) = f(X)-2X, VXxeZ (1p)

Prin inductie se obtine cd 3"(f (x)-2f, (X))=f(X)-2x, VxeZ, unde

fy="fofo.of. (1p)
dek ori

Deoarece X, f(x)eZ avemci 3" | f(X)—2x, Vne N*, VxeZ
Atunci f(x)—2x=0<=> f(X)=2Xx VXeZ (3p)
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Subiectul 4. Se considerd numerele reale aj,a,,...,a,, cu ne N*, si functia f :R > R,
1 1 o 9 <
f(x) =cos(ay +X)+= ) cos(ay +X) +...+ — o cos(a +X). Aratati ca daca

f(x) = f(X,) =0 atunci exista k € Z astfel incat x —x, =k=.
Solutie:
(1p)

Atunci f(x)+ig(x):cos(a1+x)+isin(a1+x)+% cos(a, + x)+isin(a, +x) +...

. - 1 - 1 -
=(cosx+|smx)[cosa1+|S|na1+§ cosa, +isina, +..+—5y Cosa, +ising,

= (cos x+isinx)r(cosa +isin )
=r(cos(X+a)+isin(x+a)), r#0 (2p)
r =0 pentru ca daca am presupune r =0 atunci

si prin trecere la modul

cosa, +isina, = —% cosa, +isina,
1 1
si aplicarea inegalitatii modulului obtinem 1< — > + > +ot— E -<=>1< 1— — (Fals!) (2p)

1
1727 cu k eZ

Din f(x)=0 avem COS(X1+a)=0<:>X1:—a+2k

2+17r,cu k,eZ

Analog din f(x)=0 avem X, = -« + 2

Asadar X, —X, =L22k27z=k7r, cukeZ (2p)
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